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∂2u

∂x2
− 1
c2
∂2u

∂t2
= 0 �����
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u ∼ exp [i (kx− ωt)]

����� ω = c |k|� #��� 
�	
���	 �������	�� ��� ����������� �	����
�� �
 �����	� ����

�	���� �ω �	� ����	��� �k�

�� $�����������	 ���	
���� ������ ���� �� �
 u1 = exp [i (k1x− ω1t)] �	� u2 = exp [i (k2x− ω2t)]
��� ��� �������	� �
 �������	 ��� ���	 c1u1 + c2u2 �� ���� � �������	 �
 ��� �������	 ����

%� � ��	���� �������	 �
 ��� �������	 ��� �� ����	 ��

u =
ˆ ∞
−∞

A(k) exp [i (kx− ωt)] dk.
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ψ(x, t) = A exp [i(px− Et)/�]
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���������� � ������	� 
��� �
������ p ��� ������ E = p2/2m� ����� ��� ��
����	���

������� ������
� P (x, t) �
� ������ ��� ������	� �� x �� ���� t �� ����� ��

P (x, t) = |ψ(x, t)|2
= |A|2 .
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� �
�� x ��� t�

� ������ ���� ������
����
� 
� ��� 
���� �
	�� ���� ��� 
��� ������
�

ψ(x, t) = A exp [i(p1x− E1t)/�] +B exp [i(p2x− E2t)/�]

���������� � ������	� 
��� �
������ ������ p1 
� p2 
��� ��
����	����� |A|2 ��� |B|2
����������	�� ��������� ���� �
 ��� 
��� ������
�

ψ(x, t) =
N∑

n=1

An exp [i(pix− Eit)/�]

���������� � ������	� 
��� �
������ pi 
��� ��
����	��� |Ai|2�

� �� ������	� ����� p �� � �
�����
�� ������	��

ψ(x, t) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(px− Et)/�] dp

���������� � ������	� 
��� �
������ p 
��� ��
����	��� ������� ������
� |A (p)|2�

������� �� ���

ψ(x, t) =
1√
2

exp [i(px− Et)/�] +
1√
2

exp [i(−px− Et)/�] .

��� ��� �
� ������ ������	� �� x �� ���� t ��

P (x, t) = ψ∗(x, t)ψ(x, t)

= 1 + cos
(

2px
�

)
.
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ˆ ∞
−∞

P (x, t)dx <∞

�	 ˆ ∞
−∞

|ψ(x, t)|2 dx <∞
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 ��	 ��� ���� �
������ �� � �	�� ��	������
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��� �	��������� �� ������ ��� ��	����� �� � �������� �� �� ��
�����

�� ��� ���� �
������

ψ(x, t) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(px− E(p)t)/�] dp

���	� A(p) �
 � 
�
�	� �����	���� �
������� 	��	�
���
 � �	�� ��	����� ���� ������
� p
���� �	��������� ���
��� �
������ |A(p)|2��� ���	�� E(p) = p2/2m�

���� �������
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ψ(x, t) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(px− E(p)t)/�] dp

���� ��� ��	� �� A(p) �
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� t = 0� �� �� �	
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����� �� exp (ipx/�) �	
� ���� �
 ���
����
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 �������� �� p �

� p0� ��� �
���� �� exp (ipx/�) �� h/|x|�

� �
�
 �� �	
� |x| � h
∆p0

� �	
� ∆p0 � h/|x|� �	
� �� ∆p0 �� �
�� �
��
 ����
�
� ��

�	
 �
���� �� exp (ipx/�)� �	�� �	�� �������� 	
� 	��	�� ������
���� �
	
����� �

� p0


�� 	
��


ψ(x, 0) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(px)/�] dp ≈ 0

� �
�
  � �	
� |x| � h
∆p0

� �	
� ∆p0 � h/|x|� �	
� �� ∆p0 �� �
�� ��
�� ����
�
� ��

�	
 �
���� �� exp (ipx/�)� �	�� �	�� �������� �� �

��� �����
�� �

� p0 
�� 	
��


ψ(x, 0) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(px)/�] dp

=
1√
2π�

exp [i(p0x)/�]
ˆ ∞
−∞

A(p)dp

�	�� ψ �� �������
���� ���!
�� ���� ��� |x| < h/∆p0� �	�� ∆x∆p0 ∼ h/2�

p0
p

p0
p

p0
p

p0
p

p0
p

p0
p
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 ���� ������ 
�
 �	
� �� A(p)� cos(px/�) 
�� �	
 ������� ��

�	
 ��� �	
� x� h/∆p0� �	
 �
���� ������ ����
��� �	
 �
�
 ��
�	�� ��� ��� x� h/∆p0�
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������� �� ��� A(p) = 1/
√

∆p �� |p− p0| < ∆p/2� ���� ��� 	
�� ���
��� �� ����� ��

ψ(x, t) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(px)/�] dp

=
2
√

∆p√
2π�

sin (∆px/�)
∆px/�

��� ����� 
�� ���	� �� ��� ������

p

A�p�

x

Ψ�x�

�� 
�
���� ��� 	
�����
���� ψ(x, t)� 	��� t �= 0� �������� E �� 
 ���
���� �� p. ��� β =
(px−Et)/� �� ��� ��
�� �� ��� ���������
� ���
����� �� β 
�
���� �
������ ���� ���������
�
���
���� �� ��
���
����� ������
������ �� β �� ��
����
��� ���������
� ���
���� �� ��
��� 
����
���
����� ��� ��
� �� ��� 	
�� �

��� ψ �� 
� x0 ��

∂β

∂p
(p0) = 0

	��� x0 − ∂E

∂p
(p0) t = 0

���� ��
�� ��
� ��� ��
� �� ��� 	
�� �

��� �� ������ 	��� �����

vg =
∂E

∂p
(p0) .

���� �� 

���� 
� ����� �����	
� 
� 
�
���� ��� ��
�� ����
��� �� ��� 	
�� 	��
� �� ������ 
�

E/p0� �� �

���
���
 ������ ��� ����
��� �� ��� �
���
�� �� p0/m� ���� �������� ��
� E(p) =
p2/2m� ���� ��� ��
���� ��	�

E(p) = E(p0) + vg(p− p0) + · · ·
���� �� t �� �� 
������ ��
��� ����

ψ(x, t) =
1√
2π�

ei(p0x−E(p0)t)/�

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(p− p0)(x− vgt)/�] dp

��� 
���
�� ���� 	���

ψ(x, 0) =
1√
2π�

ei(p0x/�)

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(p− p0)x/�] dp

��� 	
�� �

��� !��� ����� 	������ 
�
����� ��
�� 	��� ����� vg�
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�������� ���� 	�
����

��� ���

A(p) =
(

1√
π∆p

) 1
2

exp

[
−(p− p0)

2

2∆2
p

]
.

���� ���� ���	 
��
���� �	 ���������� �� �� ���� �	�ˆ ∞
−∞

|A (p) |2dp = 1.

��� ���� ��
��� �	

ψ(x, 0) =
1√
2π�

(
1√
π∆p

) 1
2
ˆ ∞
−∞

exp

[
−(p− p0)

2

2∆2
p

+ i
px

�

]
dp

=
(

∆p√
π�

) 1
2

exp
[
i
p0x

�

]
exp

[
−∆px

2

2�2

]
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��������� ��� 
�������� �����	 	��� ��� ���� �
 ���		��� ������
����

x

Re Ψ

x

�Ψ�

������  � ! ��� ��
� ����� 	���	 "�ψ ��� ����� ���� ����� 	���	 |ψ|2�


���������� �������� ��
��������� ���������

#
 ��� ���� 
��
���� �� ���� t = 0 �	 ������ ���� �	 ψ(x, 0) �	 ����� 
�� ��� x� ��� ���	 ���

��� ψ(x, t)$ "���%�� ���� �� ����	 ��� �������� %& � ��'�������� �(������ 
����� �	 ����

�(������� )��� �	 ��� ��'�������� �(������ 
�� ������ ����	$ *��� ��� %�����	 ��� 
��		�
��

�����& �+���		��� E = p2/2m� ��� ���� 
��
���� ψ(x, t) �
 � 
��� �����
�� �	

ψ(x, t) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(px− E(p)t)/�] dp.

���� (
i�
∂

∂t

)
ψ(x, t) =

1√
2π�

ˆ ∞
−∞

EA(p) exp [i(px− E(p)t)/�] dp

� ˆ ∞
−∞

e−αu2
e−βudu =

(π
α

)1/2

eβ2/4α

�,



��� (
− �

2

2m
∂2

∂x2

)
ψ(x, t) =

1√
2π�

ˆ ∞
−∞

(
p2

2m

)
A(p) exp [i(px− E(p)t)/�] dp

=
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

EA(p) exp [i(px− E(p)t)/�] dp

����� p2/2m = E� �	
�� (
i�
∂

∂t

)
ψ(x, t) =

1
2m

(
−i� ∂

∂x

)2

ψ(x, t).

�	�� �� ������ 
�	�������� ��
������ ���� �	�� ���� ������� ����������� ��
����� �� t� �	
�
��������� �� ψ(x, 0) �� ���
�	 ������ ψ(x, t)��

�� ��� ���������� ���
��� �	�� A(p) �� ����������������� �� ��������� ����� ������
� �� �

���� �������� ���� ��� �	���� �� ����� 
��������� ��  !� �	� ��� �� ������
� ���� ��� �	����

�� ���� ��� �� ���� A(p)� �	�� �	��� �� ����	�� ��� �� ��� ψ(x, t) ���� ψ(x, 0)"

#� $�%�� ψ(x, 0)� ����
�� ������
� ����� ��%� �
������"

A(p) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

ψ(x, 0) exp [−i(px)/�] dx

&� �	��

ψ(x, t) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

A(p) exp [i(px− Et)/�] dp

������� �� ' ��%� �
������ �� � ���� �������� �� t = 0� ��

ψ(x, 0) =

{
B |x| < a

0 ��	�������

B �� � ���� ��������� (��� ψ(x, t)�

(���� �������)� �	� ��%� �
������� ˆ a

−a
|ψ(x, 0)|2 dx = 1

�	�� ������� �	�� B = 1/
√

2a� ��� �	� ������
� ����� ��%� �
������ ��

A(p) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

ψ(x, t) exp [−i(px)/�] dx

=
√

a

π�
����

(pa
�

)
.

��� ������� �	� 
��� ���
 �	�� ψ(±∞, t)� ��	�� �
� 
 ����	� ������� ������	
�
� ���

��	 �	 x� ��� ����

�
�
����� 
�� ���
�� �	
���
����
� �������� 
�

 ψ(±∞, t) = 0�
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���

ψ(x, t) = ψ(x, t) =
1√
2π�

√
a

π�

ˆ ∞
−∞

����
(pa

�

)
exp

[
i

(
px− p2

2m
t

)
/�

]
dp

��	 	
�� ��	��
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�
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�� 	
� ���
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�� 	
�� 	
� ���� �� 	
�
��������	��� 
������ �	 x = 0��
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� ���� �����	 ��
 ���� ����	��� �� � ��
	���� �� ����� 	
�� ��� �	
�
 ����
��	���
��� �� ��	������ !�	 ψ(x, t) �� 	
� ���� ����	��� �� � ��
	�����

� "
�������	� �����	� ����	��� ��
 #����� 	
� ��
	���� �	 x ��

P (x, t) = |ψ(x, t)|2

� �
� ���
��� ����	��� �� 	
� ��
	���� �
 �$���	�	��� ����� �� x ��

〈x(t)〉 =
ˆ ∞
−∞

xP (x, t)dx

=
ˆ ∞
−∞

ψ ∗ (x, t) [xψ(x, t)] dx

� !�	

φ(p) =
1√
2π�

ˆ ∞
−∞

ψ(x, t) exp [−i(px− E(p)t)/�] dx.

�
�� �
�������	� �����	� ����	��� ��
 #����� 	
� ��
	���� ��	
 �����	�� p �� ����� ��

P (p) = |φ(p)|2

� �
� �$���	�	��� ����� �� p ��

〈p〉 =
ˆ ∞
∞

p |φ(p)|2 dp

=
ˆ ∞
∞

φ∗(p) [pφ(p)] dp

���� ��	��� 	
�	

−i� ∂

∂x
ψ(x, t) =

1√
2π�

ˆ ∞
−∞

[pφ(p)] exp [i(px− E(p)t)/�] dp
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〈p〉 =
1

2π�

ˆ
dx

ˆ
dx′ψ∗(x′, t)

[
−i� ∂

∂x
ψ(x, t)

]ˆ
dp exp[i

(
p(x− x′)/�)

=
1

2π�

ˆ
dx

ˆ
dx′ψ∗(x′, t)

[
−i� ∂

∂x
ψ(x, t)

] (
2π�δ(x− x′))

=
ˆ ∞
−∞

ψ(x, t)
[(
−i� ∂

∂x

)
ψ(x, t)

]
dx

�������� �� ���� ����

〈E〉 =
ˆ ∞
−∞

ψ(x, t)
[(
i�
∂

∂t

)
ψ(x, t)

]
dx.

	



